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Аннотация. Рассмотрена начально-краевая задача для систем уравнений вязких 
двухжидкостных сред с равновесием фаз по давлению. С помощью метода пробных функций, 
предложенного в работах Похожаева и Митидиери, исследуется влияние граничных и 
начальных условий на появление и время разрушения решений этих задач. 
Ключевые слова: двухскоростная гидродинамика, начально-краевая задача, разрушение 
решения за конечное время. 
 
Ikki suyuqlikli bir bosimli muhit tenglamalari yechimlarining mavjud emasligi haqida 
Annotatsiya. Bir bosimli ikki qovushoqli suyuqlikli muhit tenglamalari uchun boshlang`ich-
chegaraviy masala qaralgan. Poxojayev va Mitidiyeri ishlarida taklif etilgan sinov funksiyalari metodi 
yordamida boshlang`ich va chegaraviy shartlarning masalalar yechimlarining buzilishi va buzilish 
paytlariga ta`siri tadqiq etilgan. 
Kalit so’zlar: ikki tezlikli gidrodinamika, boshlang`ich-chegaraviy masala, chekli paytda 
yechim buzilishi. 
 
On the non-existence of solutions of equations of a two-liquid medium with the same 
pressure 
Abstract. The initial-boundary value problem for systems of viscous two-fluid media with the 
same pressure in components is considered. Using the trial function method proposed in the works of 
Pohozhaev and Mitidieri, the influence of boundary and initial conditions on the appearance and time 
of destruction of solutions of these problems is investigated. 
Keywords: two-velocity hydrodynamics, initial-boundary value problem, destruction of the 
solition, blow-up. 
 
Введение Изучение течений вязких сжимаемых/несжимаемых жидкостей на основе 
решения полной системы уравнений двухскоростной гидродинамики представляется 
актуальным. В литературе известно очень ограниченное число случаев, допускающих 
аналитическое интегрирование уравнений Навье — Стокса [1, 2].  
Разрушением решений (blow-up) называют стремление решения дифференциального 
уравнения или неравенства к бесконечности в окрестности конечных значений независимых 
переменных. Теория blow-up решений нелинейных дифференциальных уравнений используется 
для прогноза многих катастрофических явлений в физике и технике, в частности обрушения 
строительных конструкций [3] и фазовых переходов в модели Гинзбурга–Ландау–Аллена– 
Кана [4]. 
Одним из важнейших вопросов теории нелинейных дифференциальных уравнений в 
частных производных является вопрос о корректности и разрушении решений. При наличии 
локальной разрешимости гладкое решение эволюционных уравнений может не существовать 
на всей временной оси, а разрушаться за конечное время. Теоретическими исследованиями 
явления разрушения в задачах Коши для моделей гидродинамики занимались с прошлого века 
[5,6]. 
Большая часть известных результатов в теории blow-up относится к процессам, 
описываемым дифференциальными уравнениями второго порядка. Метод исследования 
ситуации blow-up для более широкого класса задач на основе использования асимптотических 
априорных оценок был разработан С.И. Похожаевым и Э. Митидиери [3, 7]. 
Для исследования разрушения решения для системы уравнений двухжидкостной среде с 
равновесием фаз по давлению мы используем метод, развитый в работах С.И. Похожаева, Э. 
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Митидиери и В. А. Галактионова и получивший название метода пробных функций, или метода 
нелинейной емкости. Для подробного ознакомления с возможностями этого метода следует 
смотреть работы [7]-[13].  
 В частности, применению пробных функций специального вида в задачах 
гидродинамики посвящены работы [14]-[16]. 
Сначала проиллюстрируем подход С.И. Похожаева, Э. Митидиери на следующем 
простом примере [7]. Рассмотрим обыкновенное дифференциальное неравенство k  го 
порядка 
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c 1q  . 
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Тогда интегрируя по частям, получим 
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Отсюда в силу неравенства Юнга с параметром ε>0 
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Таким образом, при любом 0, 1,q q   мы получили априорную оценку, не зависящую от 
начальных значений 
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поскольку (при 1q  ) 
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Б. Нелинейная емкость. Для получения оптимальной априорной оценки введем 
следующую величину: 
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где инфимум берется по всем пробным функциям ( )t  из указанного выше класса. 
Эту величину естественно назвать нелинейной емкостью, индуцированной нашей 
задачей. Тогда оптимальная априорная оценка принимает вид 
0
cap( , ).
T
q kx dt D T  
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В. Асимптотика. Возьмем в качестве пробной функции ( )t функцию вида 
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Ясно, что такая функция 0  из рассматриваемого класса с 
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существует. 
Обозначим через 1 0c   значение этого интеграла. Тогда получим 
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Г. Отсутствие глобального решения. Из этой оценки при 1 0kx    немедленно 
получаем отсутствие глобального нетривиального решения при 
1,kq   
т. е. при любом 1k  и 1q  . 
Д. Оценка времени жизни решения. Если 1 1kx   , то при 0T T  с 
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решение рассматриваемой задачи не существует. 
Замечание 1. Зависимость времени жизни от начального значения 1 0kx    является 
точной, т.е. неулучшаемой, во всем рассматриваемом классе задач. 
Получение точной константы 1 0c   связано с отысканием 
1
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в рассматриваемом классе функций 0 . 
Замечание 2. Аналогично рассматривается обыкновенное дифференциальное 
неравенство вида 
1
1 01
( ) ... ( ) ( )
k k
q
kk k
d x d x
a t a t x b t x
dt dt

 
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с 
1
0 1 loc,..., , ( )ka a b L   и 1, 0q b  п.в. в  . 
Точно так же рассматриваются и системы таких неравенств. 
 
Разрушение решения начально-краевой задачи для системы уравнений двухжидкостной 
среды с равновесим фаз по давление 
Уравнения движения двухскоростной среды в диссипативном случае с равновесием фаз по давлению 
в системе в изотермическом случае имеют вид [17-19]. 
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(1) 
где u, u векторы скоростей подсистем, составляющих двухскоростной континуум с 
соответствующими парциальными плотностями  и  ; ( )  и ( )   соответствующие 
сдвиговые (объемные) вязкости; ˆ    общая плотность двухскоростного континуума; 
  2,ˆp p   u u уравнение состояния двухскоростного континуума.  
Система уравнений двухскоростной гидродинамики (1) имеет решение 
= 0, = 0, u u
0 0,      для покоящейся смеси жидкостей с равномерным давлением 
0p p , парциальными плотностями 0 0,  и постоянной температурой.  
В случае постоянства насыщенности фаз и соответствующих физических плотностей 
система уравнений двухскоростной гидродинамики имеет вид 
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Эта система является переопределенной системой уравнений в частных производных. Далее 
следуя [20, 21] мы добавим к второму уравнению системы (2) градиент от новой искомой 
функции   с нулевым граничным условием при 0z  . Такую функцию   принято называть 
множителем Лагранжа.  
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В формулах (5) и (6) функции    ,h t h t  являются непрерывными на 0, . 
Выберем пробную функцию 
   0, 0, , 0, L z z L  v      . 
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В силу граничных условий (5), (6) для векторно-значных функций    , , ,t tu ux  x  , 
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  (8) 
Здесь мы воспользовались условием соленоидальности поля u и 
2
0
0 0
2
0 0
( ) ( )
( , ,0, ) ( ).
R
L
R
p
L z dx rp L z drd
z
rLp r t drd g t
p dx pdx



 
  

  




 
     
 
v
 (9) 
Умножим обе части уравнения (2) на , уравнения (3) на   и в результате, с учетом множителя 
Лагранжа получим уравнение для импульса 
 
     , , ρ .p p
t
 
   
 
         

u u
u u u u u u (10) 
Обозначим через  
2
2
P p

   u u .В терминах ,Pu  второе уравнения системы (3) примет 
вид 
 , 
ˆ
P
t


 
     

u
u u u , (11) 
где ,  .
ˆ ˆ
 
 
 
   
Умножая обе части уравнений (11) и (12) на пробную функцию и используя соотношения (8)-
(10), можно получить равенства 
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 
2 2
1( ),z z
d J J
dxu u dx f t
dt
 
 
 

    ,J d

 uv x (12) 
2
2 ( ),zu
dJ
dx f t
dt

  ,J d

 uv x (13) 
1( ) ( ) ( ,( ))f t t hg t h t   
2
2
0 0
( , ,0, )
ˆ
1
( ) ( ).
R
rLP r tf t r td hd

  

     
Далее используем доказанную в [15] для  оценку 
2
2 2
(6 )
(3 )
2 .zJ
L
dxu





   
Теперь из (12), (13) можно получить следующую систему дифференциальных неравенств 
2 2 ( ),
dJ
k J f t
dt
  2 2 2 ( ),
dJ
k J f t
dt
   
1 2( ) ( )( ) ,
f t f t
f t



2
(
2
6 )
(3 )
.k
L 



  
Таким образом, в соответствии с работами [15] мы установили справедливость следующей 
теоремы. 
Теорема.Классическое решение задачи (2)-(6) не существует глобально в случаях: 
1) пусть 2( ), ( ) 0f t f t  , тогда при условиях (0), (0) 0J J   справедливы оценки снизу 
2
(0)
( ) ,
1 (0)
J
J t
J k t


0(0) ,J d

 u v x 2
(0)
( ) ,
1 (0)
J
J t
J k t


0(0) ,J d

 u v x  
при этом имеет место оценка на время разрушения 
2
1 1 1
min , ;
(0) (0)
T
k J J

 
  
    
2) пусть 2 2
2( ) 0, ( ) 0f t a f t a    , тогда 
0( ) tg( ),
a
J t akt c
k
 
0
(0)
arctg ,
kJ
c
a
 
  
    
0( ) tg( ),
a
J t akt c
k
  0
(0)
arctg ,
kJ
c
a
 
  
 
 
оценка на время разрушения 
0 0/ 2 / 21 min , ;
c c
T
k a a
 

  
  
 
 
3) пусть 
2 2
2( ) , ( ) ,f t a f t a    тогда при условиях (0) | |, (0) | |kJ a kJ a  справедливы оценки 
снизу 
2
0
2
0
1
( ) ,
1
akt
akt
c ea
J t
k c e



0
(0)
,
(0)
kJ a
c
kJ a


   
2
0
2
0
1
( ) ,
1
akt
akt
c ea
J t
k c e



0
(0)
,
(0)
kJ a
c
kJ a



 
и оценка на время разрушения 
1 1 (0) 1 (0)
min ln , ln .
2 (0) (0)
kJ a kJ a
T
k a kJ a a kJ a

    
          
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